Il. Tergeometria
|

Térelemek

llleszkedési feladatok

1585. a) 4 pont 6 egyenest hataroz meg. b) 5 pont

10 egyenest hatdroz meg. c¢) 6 pont 15 egyenest

n
hataroz meg. d) n pont n- egyenest hataroz

meg.
1586. Osszesen 14 egyenest.

1587. Jeloljiikk az a pont egyenesét e-vel, a b pont a,
egyenesét f-fel. e egyenes pontjai egymassal = 1 a,

a a, %
*a, as ¢ a; a4

egyenes. f egyenes pontjai egymassal = 1 egyenes.
1 pont az e egyenesrdl az f egyenes pontjaival = b
darab egyenes. a darab pont az e egyenesrdl az f egyenes pontjaival = ab darab egyenes. Ossze-
sen: (a-b + 2) darab egyenes.

1588. a) Az 4, B, C, D pontok 4 sikot hataroznak meg: [ABC]; [4ABD]; [BCD]; [ACD].
b) Az A, B, C, D, E pontok Q_sikot hatdroznak meg: [ABC]; [ABD]; [BCD]; [ACD];
[ABE]; [BCE]; [ACE]; [AD_E]; [BDE]; [CDE]. c) Az els6 pontot 6-féleképpen, a maso-
dikat 5-féleképpen, a harmadikat 4-féleképpen vélaszthatom. 6 -5 -4-féle sorrend szerint va-

laszthatunk. A pontok sorrendje nem szamit a sik meghatarozdsa szempontjabol, igy a fenti
lehet8ségek szamat osztjuk a hdrom pont egymas kozti lehetséges sorrendjeinek szdmaval.

6-5-4

321 20-féle sik lehetséges. d) n pontbdl - (n — 1) (n — 2) a lehetséges kivalasztasi sor-
n-(n—1)-(n-2)

6

1589. n darab pont az m darab egyenessel legfeljebb m - n kiilonbozé sikot feszit ki.

1590. Jeldlje a parhuzamos egyeneseket a, b, ¢, d,

és messe az e egyenes a c-t és d-t. 6 sikot hatdroznak

meg: [a;b]; [ascl; [a;d]; [bic]; [bid]; [c;d].

e az a és b egyenesekkel kitérd, igy nincs kozos

sikjuk. e € [c; d]. A feladatnak megfelel§ elrendezést

szemléltethetiink az ABCDEFGH paralelepipedon

segitségével: e(4;E)=a, e(B;F)=b, ¢(C;G) =c,

e(D; H) =d, a szaggatott vonal jeloli az e egyenest.

rend. 3-2-1 =6 a harom pont egymas kozti sorrendje. -féle sik lehetséges.
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1591. g) 3 sikot hatdroznak meg: [a;b]; [a;c]; [b;c].
b) 6 sikot hataroznak meg: [a;D]; [a;c]; [a;d]; [b;c];
[b;d]; [c;d]. c) Egy kivalasztott egyenessel barmelyik a
négy tobbi kozil egy-egy sikot ad = 4 sik. 5 egyeneshez
5-4 =20 sik tartozna. Minden sikot kétszer szamoltunk,

igy valdjaban 5 egyenes =10 sikot hatdroz meg.

-5
d) 6 egyenes — = 15 sikot hataroz meg. e) n egyenes
n-(n—1)

sikot hatdroz meg.

1592. A metszésvonalak szama akkor maximalis, ha a sikok koziil semelyik kett§ nem
parhuzamos. a) 3 metszésvonal. b) 6 metszésvonal. ¢) 10 metszésvonal. d) Barmely két sik met-

szi egymast = egy tetszGleges sikon 5 metszésvonal van, ami a tobbi siktél szarmazik. 6 sikon

6-5 =30 metszésvonal lenne, de minden metszésvonalat két sikon vettiink szamitasba, igy
n-(n—1

EN = 15 a metszésvonalak szdma. e) (# a metszésvonalak szama.

1593. Jelolje a parhuzamos sikokat S}, S,, ... S,, a kozos m metszésvonald sikokat X, 2, ... Z,.

Barmely X, sik az S sikokkal a darab metszésvonalat eredményez. b darab X siknak az a darab

S sikkal (a -b) darab metszésvonala van. A X sikoknak 1 kozos metszésvonala van. Osszesen:

a-b + 1 a metszésvonalak szama.

1594. Legyen a két kitérd egyenes az a és a b egyenes. Huzzunk parhuzamost M € a ponton
at b-vel = b". a és b’ metszd egyenesek = [a, b'] sik. b parhuzamos [a, b’]-vel, mert ha b dofné
az [a, b’] sikot, akkor ez a d6féspont rajta lenne [, b’] N [a, b'] metszésvonalon, ami nem mads,
mint b’. Ez b és b’ parhuzamossdga miatt lehetetlen. b-n at hasonléan vehetiink fel a-val
parhuzamos sikot.

1595. Vegyiik aza és b egyenes altal kifeszitett X sikot. S;N X =a; S,N X =b. Tegyiik fel, hogy
a egyenes P pontban metszi az S, N S, = m metszésvonalat. P€ S, ésPeX miatt PES,N X =D,
ami ellentmond a és b parhuzamossaganak.

1596. Legyen a parhuzamos az S, és S, sikokkal. Jeloljiik a két sik metszésvonalat m-mel.
A bizonyitasunk indirekt. 1. eset: Tegyiik fel, hogy a metszim-et! a Nm € S| miatt ez ellentmond
a és S, parhuzamossaganak.

2. eset: Tegytik fel, hogy a és m kitérék! Fektessiink a-n 4t m-mel parhuzamos sikot = [a; m’],
ahol m’ parhuzamos m-mel és metszi a-t. [a; m’] nem lehet S,-gyel is és S,-vel is parhuzamos,
igy feltehet6, hogy [a; m'] nem parhuzamos S,-gyel. Legyen [a;m'|NS, =e.m' €[a;m'], m € S,
és m, m’ parhuzamossaga miatt teljesiilnek az 1595. feladat feltételei, igy m’ parhuzamos e-vel.
a és m’ metszG egyenesek, m’ €s e parhuzamosak, a, m’ és e egy sikban vannak =>ane # § =
=ans, # 0, ez pedig ellentmond a és S, pairhuzamossaganak.

1597. Jeloljiik az S sikot metszd e egyenes doféspontjat D-vel. Legyen X egy e-re fektetett tet-
szbleges sik és SNX=m. DeX, mert Dee; De§, mert D=enS=DeXnS=m=D
rajta van a metszésvonalon.

1598. Legyen S, NS, =m,, S,NS; =m,, és S;NS, =m,;. Legyen my,Nnm ;=M. Mem,,=
=>MeS, ésMeS,;Mem;=MecS, és M S,. Az alahazott llitdsokbol =>M e S,N S, =
= m,, = a harmadik metszésvonal is &tmegy M-en.

1599. Legyen S, | S, f ;. Legyen S;NS, =m; és S,NS; = m,,. Abizonyités indirekt. Tegyiik

fel, hogy m,; és m,; nem péarhuzamosak. Mivel egy sikban vannak, ezért Iétezik a P metszés-



llleszkedési feladatok 221

pontjuk. Pem;= P€ S, és PeSy;; Pem,;= PSS, é PSS, Az aldhuzott allitdsokbol

= P e S, NS, ami ellentmondas, mivel S, NS, = 0. Tehat m,; és m,, parhuzamosak.

1600. Legyen S a P és b altal kifeszitett sik. Legyen a NS =M. MP egyenes megfelel az
elvarasnak, ha MP nem parhuzamos b-vel; ugyanis e(M; P) metszi a-t is, b-t is és atmegy P-n.
Ha MP parhuzamos b-vel vagy a NS = 3, akkor nincs megoldas, ahogy ezt az 1590. dbran is
szemléltethetjiik: e[E; H] = a, e[B; F] = b és P pont az A vagy a G csucs.

1601. Jeldljiik a kitér6 egyeneseket a-val, b-vel, a harmadik egyenest c-vel. Hizzunk parhu-
zamost b egy tetsz6leges pontjan at c-vel=c¢’. Legyen [c’;D] =S és anS =M. Huzzunk
parhuzamost M-en at ¢’-vel = e. e megfelel, mert metszi a-t is, b-t is, és c || ¢’ | e = c| e. Nincs
megoldas, hac|b vagya|S.

1602. Legyenck a és b metsz egyenesek, a €sc,a ésd, b ésc, b ésd, ¢ és d kitérl egyenesek.
Legyen S =[a;b], SNc=C és SNd =D. e(C; D) = e megfeleld egyenes. Nincs megoldas, ha
c| S vagyd]| S vagy CD|a vagy CD | b.

1603. Az 1600. feladatban lattuk, hogy néhany kivételtsl eltekintve barmely P pont és ra nem
illeszkedd a, b kitérd egyenespar esetén van olyan egyenes, amely atmegy P-n és metszi a-t és
b-t. A harmadik kitérd egyenesnek nincs kdz0s pontja a-val és b-vel, igy a kivételektdl eltekintve
barmely pontjahoz szerkeszthetd a-t, b-t metsz6 egyenes. Tehat végtelen sok ilyen egyenes 1é-
tezik.

1604. Legyen a sikok metszésvonala m, a kitér6 egyenesek legyenek a és b. Ha a szerkesz-
tendd egyenes parhuzamos S;-gyel és S,-vel , akkor parhuzamos m-mel és viszont. Az 1601. fel-
adat modszerével szerkessziink olyan e egyenest, ami parhuzamos m-mel, és metszi a-t és b-t.
1605. Ha két egyenes metszéspontjan nem megy at egy harmadik egyenes, de mindkét egye-
nest metszi, akkor illeszkedik azok sikjara, hiszen ha az egyenesnek egy sikkal két kdzos pontja
van, akkor minden pontjuk k6zds. Ez a gondolatmenet folytathaté minden tovabbi egyenes és
a sikban 1év6 kett6 felhasznalasaval. Ha a fenti eset nem all fenn, akkor az egyenesek egy pont-
ban metszik egymast.

1606. a) Legyen az ABCA sikja S, azA'B'C’A sikja S”. S
nem pdarhuzamos S’-vel, mivel ABNA'B’, BCNB'C’ és
ACNA'C nem iires. e(4;B) ne(A;B)=M;; M,eSnS".
e(B;C)ne(B;CY=M;; MyeSnS.eA;C)ned;C)=
=M,, M,eSnS". A két sik metszésvonala egyenes,
tehat a metszéspontok egy egyenesen vannak.

b) Ha AA’ és BB’ metszik egymaést, akkor metszéspont-
jukon CC’ is atmegy. Nem fordulhat el6 ugyanis, hogy
AA’ és BB’ metszik egymast, CC’ pedig parhuzamos pl.
AA’-vel. Ekkor CC’ és BB’ kitérok lennének (metszok
nem lehetnek, mert akkor mindhdrman egy sikban
lennének), ami ellentmond annak, hogy B, C, C’ és B’
egy sikban vannak. Ha viszont paronként metszik
egymast, akkor az 1605. feladat allitasa szerint csak egy
pontban metszhetik egymast, mivel nincsenek egy sik-
ban. Ha van koztiik két parhuzamos, akkor a harmadik
is parhuzamos lesz veliik.

1607. Tegyiik fel, hogy A4’ metszi BB'-t és AA’ parhuzamos CC’-vel= (1) CC’ metszi BB'-t
vagy (2) CC’ és BB’ kitérSk. (1) esetben a harom egyenes egy sikban lenne, ami ellentmondas.
(2) esetben BC | B'C’ miatt BCC'B’ trapéz = B, C, B', C’ egy sikban vannak, tehat CC’, BB’ nem
lehetnek kitérdk. Ha tehat A4’ és BB’ metszok, akkor CC’ is metszi mindkettdt. Térbeli egye-
nesekrol 1évén sz6, az 1605. feladat allitdsa miatt egy ponton mennek at. Az adott pontok egy
haromszog alapt csonka gila csticsai. Ha van koztiik két parhuzamos, akkor a harmadik is
parhuzamos veliik. Az adott pontok egy haromszdg alapt hasab cstcsai.
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1608. Legyen SN[ABC]=m, és
SNA'BC'l =m, Az 1606. feladat-
ban lattuk, hogy a szerkesztendd
A"”B"”C"A megfelel6 oldalegyeneseire:
A"B"NABem,, A"C"NACEm, és
B"C"nBCem,.

Hasonléan A"B”"NA'B’ €m,,
A'C"'NA'C'em,ésB"C"NB'C'em,.
A szerkesztés: D A'B'Nm, és

AB Nm, 6sszekotd egyenese e .

@ A'C'nm, és ACNm, Osszekots
egyenese €.

® B'C'nm, és BCNm, Osszekotd
€gyenese €.

@ epne,c=A"; eyNege=B";
e,cNege=C"=A"B"C"A.

Térelemek tavolsaga és hajlasszége

1609. Jeldljiik a sikot S-sel €s egy tetszGleges pontjat P-vel. A bizonyitas indirekt. Tegyiik fel,
hogy két olyan egyenes van P-ben, ami merdleges S-re = m,, m,. Vegytik m, és m, metsz6 egye-
nesek sikjat = X. Legyen X NS = m. m, m;, m, € X, m egyenes P pontjaban két merdleges nem
lehet egy sikban, tehat hibas a feltevés = csak egy egyenes van, ami P-ben mer&leges S-re.
1610. Jeloljik a sikot S-sel €s a sikra nem illeszked$ pontot P-vel. A bizonyitas indirekt. Te-
gyiik fel, hogy két P-re illeszkedd egyenes van, ami merdleges S-re = m,, m,. m,, m, metszd
egyenesek sikja legyen X. A X sikban fekvé PT,T,A-ben két derékszdg van, ami ellentmondas.
Tehat hibas a feltevés = P-bdl csak egy merbleges allithato S-re.

1611. a) 1. eset: a sik nem valasztja el A-t és B-t. A-bol merSlegest allitunk BT,-re = B'. =
= ABB'A-ben AB'BYX =90°,AB’ = T,T; = 4,2m, BB’ = 5,8 m — 3,7 m = 2,1 m. Pitagorasz-tétel-
b6l AB =~ 4,7m.

2. eset: a sik elvélasztja A-t és B-t. AT MA ~ BT,MA, mert szogeik paronként egyenl6k = a meg-
AT, T,M 3,7 M

= = =
BT, T;M 58 42-T,M
T;M = 2,56 m. A Pitagorasz-tételbdl: AM = 4,05 m és BM = 6,34 m. AB =AM + BM = 10,39 m.
b) A Pitagorasz-tétel az A'ATAre: X’ =a*—b*=> x=/a*— b*. Ha a=11,38m és b =4,62 m,
akkor x = 10,4 m.

feleld6 oldalak aranya egyenld = =T,M=164m és

A
B a|§; % T Ty
c ] /TA M e,
AI

a F b
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a+b
c) 1. eset: a sik nem vélasztja el A-t és B-t. FT. kozépvonal az AT, T,B trapézban = FT, = —
2. eset: a sik elvalasztja A-t és B-t. Haa = b, akkor ABN S = F, igy F € S miatt a tavolsag nulla. Ha
AB b-a
b > a, akkor tiikrozziik A-t Tj-re = A" T,F kozépvonal az ABA'A-ben: T,.F = — T

d) Legyen B’ az A pont BT-re vetett merdleges vetiilete. Legyen AB"’ N CT,. = C". Alkalmazzuk
a parhuzamos szelGszakaszok tételét a BAB<X CC’ és BB’ parhuzamos szel6ire: CC': BB’ =

P P pb +qa
=p:(p+q)=>CC'=———(b—0a).CT,=CC'+CT.=——(b—a)+a="—.
p+q( ). CTc ¢ p+q< ) P ta

a+b+c

1612. 4(S5;X) = —

a+c
1613. Az 1611. ¢) feladatban lattuk: F felezi AC-t= FT, = — F felezi BD-t=FT,=

b+d a+c b+d
=T.Akétéllitésbél=> > = 5 =a+c=b+d=>a-b=d-c.

1614. Jeloljiik az S sikra nem illeszkedd pontot P-vel, a P ponton atmend egyenesek koziil a
sikra mer6legesnek a talppontjat 7,-vel, a nem merdlegesek doféspontjat 4, 4,, ... A-vel.
a) PA; > PT, barmely A,€S, A; # T, esetén, mert PA; atfogd, PT, befogd az AT,PA-ben.

b)PAi:PAj@/PT;+AiTIf = /PszJrAjT; S AT, =AT,

¢) PA;> PA; & /PTPZ+AZ.T§ > /PT§+A].T§ SAT, > AT,

1615. Legyen PD=d, AB=x, AD=y. PA L[ABCD]=PA L AB= PABA derékszogli.
A Pitagorasz-tételbsl x = /b*— a* . PA L [ABCD] = PA L AC = PACA derékszogi. A Pitago-
rasz-tételbdl AC = /c*—a* . ABCD téglalap=> ABCA derékszogii. A Pitagorasz-tételbsl =
= AC = [x*+y*. AzAC-re kapott két allitast osszevetve: ¢ —a® =b* —a* +y* =y = /ﬁ

PA 1 [ABCD] = PA 1 AD = PADA derékszogii. Pitagorasz-tétel a PADA-re: d = [a*+y* =

= 1/az+ c*—b*.

1616. b = PA = PB = PC, igy P-bsl [ABC] sikra allitott merGleges talppontja az ABCA kortil-
irt korének kozéppontja. ABCA szabalyos, igy a korilirt kor kozéppontja a silypont = a fenti

2
merdleges talppontja S. Legyen F a BC szakasz felez$ pontja. AS:SF=2:1=A4S5 = ?AF =

a3 9b?— 3a?
= 3 - < .

. PS 1 AS = ASPA derékszogli. Pitagorasz-tétel az ASPA-re = PS = 3

1617. Jeloljiik a két metsz6 sikot S;-gyel, S,-vel, a rajuk nem illeszkedd pontot P-vel. Legyen
S, NS, =m, a P-bdl §,-re allitott merdleges talppontja P,, az S,-re allitott merdleges talppontja
pedig P,. PP, 1 §, = PP, merdleges S, minden egyenesére = PP, 1 m. PP, 1L §,= PP, merd-
leges S, minden egyenesére = PP,1 m. Az aldhuzott allitdisokbdl = m L [PP,P,], mert

merdleges annak PP, és PP, metszG egyeneseire = m merdleges [PP,P,] minden egyenesére =
=mle(P;P,).
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1618. a ésb kitér6 egyenesek. Hizzunk parhuzamost
b-vel a tetszbleges pontjan at = b". [b’;a] sik legyen S.
Fektessiink b-n at S-re merdleges sikot=S5". $'NS =
=b"; b” na =T. Allitsunk merdlegest 7-ben S-re = n.
nla,mertn L S;n Lb,mertn Lb"” ésb"|b;n metszia-t,
mert T €a; n metszi b-t, mert n€S’, beS’ és n nem
parhuzamos b-vel. n a keresett normaltranszverzalis.
Tegyiik fel, hogy van egy n, # n normaltranszverzilis. n,
benne van egy, az a-ra merdleges, tehat n-nel par-
huzamos X, sikban, valamint egy, a b-re merdleges,
tehdt n-nel parhuzamos X, sikban.=n, =2, nX,=
= n, | n = n, és n metszéspontjai a-val és b-vel olyan trapézt alkotnak, amelynek szaregyenesei
a és b. Ez ellentmond annak, hogy a és b kitérék. = Csak egy normaltranszverzalis van.
1619. Tekintsiik az 1618. abrat. Hizzunk a normaltranszverzalis a-val vald T metszéspontjan
at parhuzamost b-vel = b". Legyen B €b, A €a két tetsz6leges pont a két kitérd egyenesen.
B-n 4t parhuzamost hiizunk n-nel = T, = BT, = n;. n L S miatt BT, L § = BT, L 'A= BT, AA
derékszogi, atfogdja BA, egyik befogdja BT, = BT, < BA = n,< BA.

1620. Tekintsiik az 1618. abrat. Az S sik barmely b-vel nem parhuzamos a egyenese kitérd b-
vel. b és a normaltranszverzalisa a b-re illeszkedd, S-re merSleges S sik b” metszésvonaldnak
a-val valé metszéspontjaban b-re allitott merdleges b és b kozti szakasza = PT. b és D"
parhuzamossaga miatt d(b; b'") = allando.
1621. Adott a, b, ¢ és P. Hizzunk parhuzamost P-n at az adott egyenesekkel = a’, b’ és c'.
Mérjlink P-bdl egy irdnyban egyenls szakaszokat az a’, b’ és ¢’ egyenesekre = A', B' és C'. PA,
PB’ és PC’ felfoghatok egy forgaskup alkotéinak = a keresett egyenes a forgaskap tengelye.
A'B’'C’A koriilirt korének kozéppontja K. KP4’ = KPB'<C = KPC'<, egyenldk a kup fél nyilas-
szogével. Ha a parhuzamos b-vel €s c-vel, akkor a P-n at hizott dsszes egyenes megoldas. Ha a
parhuzamos b-vel, de nem parhuzamos c-vel, akkor a’
- és ¢’ szogfelez6i és az ezeket tartalmazd, [a’; ¢’] sikra
merdleges sik P-n atmend egyenesei a megoldasok. a’,
b" és ¢’ félegyeneseinek megvalasztasatol fiiggben 4
megoldas lehetséges. A vélasztasi lehet6ségek szdma
ugyan 8, de 2-2 megoldas P-re kozéppontosan szim-
metrikus, tehdt ugyanazt az egyenest eredményezik.
1622. Tekintsilk az 1611/11. abrat. Legyen FeS =
=F=1,. AT, 1S és BT, 1L § = AT, parhuzamos BT-
vel. A, T,, B, T, egy sikban vannak=S§". T,, T, €S, és
T, T,€S8' =TT, egyenes a két sik metszésvonala.
A,BeS’, igy AB egyenese a két sik metszésvonalan dofi
az S sikot=>F e T,T,.
T,FAA = T,FBA (FA=FB; FT,A¥ =FT,B< =90
BFT <X = AFT,<, mert cstcsszogek) = AT, = BT,,. Ha
A, Be S, akkor d(4; S) =d(B; S) =0.
1623. A paralelogramma atl6i felezik egymast = az
AC-re fektetett S sik atmegy a BD atl6 F felezéspont-
jan. Az 1622. feladatban lattuk, hogy d(D; S) = d(B; S).
1624. AB felezéspontja F. e és F sikja S. Az 1622. fel-
adatban lattuk, hogy egy szakasz felezéspontjan dtmend
sik egyenld tavol van a szakaszvégpontoktodl. S ilyen sik,
tehat megfelels. Végtelen sok megoldas van, ha Fee
vagy AB parhuzamos e-vel, egy megoldas van egyéb-
ként.
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1625. 1. eset: Ha A4, B, C és D nincsenek egy sikban, akkor egy tetraédert hataroznak meg.
Az 1622. feladatban lattuk, hogy egy szakasz felezéspontjan atmend sik egyenld tavol van a sza-
kasz végpontjaitdl. Valasszuk pl. A-t, D-t, illetve B-t, C-t a leendd sik két oldalan levd pon-
toknak. AB felezéspontja G; (d(A4;S) = d(B;S) kell, hogy teljesiiljon). CD felezéspontja F;
(d(C; ) = d(D; S) kell, hogy teljesiiljon). AC felezéspontja H; (d(4;S) = d(C;S) kell, hogy
teljesiiljon). BD felezéspontja J; (d(B;S) = d(D; S) kell, hogy teljesiiljon). G, F és H pontok
sikja megfeleld, mert teljesiti a kivant tavolsagfeltételeket, és GHFJ paralelogramma, igy a DB
szakasz felezéspontjan, J-n is atmegy. AB, DC parral, illetve AC, BD parral Gjabb sikokhoz
jutunk, igy harom megoldds van.

2. eset: Ha A, B, C és D egy sikban vannak, tengelyesen szimmetrikusan helyezkednek el, de
nem illeszkednek a szimmetriatengelyre, akkor a tengelyt tartalmazé sikok a pontok sikjanak
kivételével mind megfelelnek.

3. eset: A fenti két esetben vazolt helyzetektdl eltéré pontnégyes esetén nincs megoldas.
1626. Tikrozzik A-t S-te=>A; A'BNS =P, APB it a legrovidebb, mert: O [4A4'B] sik-
ban gondolkodva a tiikr6zés miatt AP = A'P. Q) A’ és B kozott a legrovidebb 1t az A'B szakasz:
AB=AP+ PB=AP + PB=min. Q) Minden mas Q €S esetén az A’BOA-ben A'Q + OB >
> A'B a haromszog-egyenldtlenség miatt. A’'Q = AQ miatt AQ + OB > A'B = AP + PB.

1627. Tiikrozzik A-t S-re=>A4"; A'BNS=P; (AP — PB) ut a leghosszabb, mert:

(D [A4A'B] sikban gondolkodva a tikr6zés miatt AP=A'P. @ AP=A'P=AB+ BP=
= AP — BP =A'B.(® Minden mas Q € S esetén azA’'BQA-ben A’'Q — OB < A’'B a haromszog-
egyenl6tlenség miatt. 4A’'Q =AQ 0Osszefiiggést felhasznalva AQ — OB < A'B = AP — PB, tehat
valéban a P pont esetében maximalis a kiilonbség.

1628. Legyen AB felezGpontja F. Vegyiik fel AB felezOmerGleges sikjat = S. S barmely X
pontjara XA = XB, mert AB L S miatt AB 1 XF, és FA = FB miatt XF egyenese az AB szakasz
egy felezémerdlegese. e NS = E pontra EA = EB teljesiil. Nincs megoldas, ha e parhuzamos S-
sel, azaz AB L e és F ¢ e. Végtelen sok megoldas van, ha e az AB szakasz felezomerdlegese.
1629. Legyen K az ABCA koriilirt korének kozép-
pontja= AK = BK = CK. Legyen m L [ABC] ugy, hogy
K e m. Az m barmely X pontjara XA = XB = XC, hiszen
XA-nak KA, XB-nek KB, XC-nek KC az [ABC] sikra
vett merGleges vetiilete. mNS =M a keresett pont.
Nincs megoldas, ha m parhuzamos S-sel, azaz [ABC] L S.
Végtelen sok megoldds van, ham CS.

1630. Legyen a P pont ¢, sikra vonatkozd tiikorképe
P’,a P’ pont a, sikra vonatkozo tiikorképe P”". Iranyitott
szakaszokkal: PT,=T\P'; P'T,=T,P". PP"=PI +
+ TP +PT,+T,P'=TP +T\ P +PT,+PT,=
=2(T,P' + P'T;) = 21, T,. Tehét az allitas igaz.
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1631. A4’ 1 o, = AA' merSleges o, minden egyenesé-
re AA'Lt. AA” 1 a,= A'’A” merbleges o, minden egye-
nesére 44" 1 t. Az alahuzott allitdsokbol = ¢t 1 [4A'A"] =

=2. 0=tnZX. a, az AA szakasz felez6merdleges sik-
ja;, O€ea,=>A0=A0. a,az A’A" szakasz felez6mer6-
leges sikja; Oc€a,=A'0=A4"0. AO0=A0=A"0.
Iranyitott  szogeket alkalmazva: AOT, < =T,04'Y;
AOTL = T,0A4"< a tiikrozés miatt. A0A" <X = AOT, < +

+ TOA'X + A'OT,X + T,04"< = T\OA'X + T,OA'X +
+ AOT,E + AOTys = AT,0A'X + AOT,X) = ST,OTA.
T,0 e Xmiatt T,O Lt és T,0 € X miatt ,0 Lt = T,OT,< =
= <L(ay; @,). Az aldhdzott allitds: AOA" X =2¥(a,; a,).
A gondolatmenet nem fiigg az A pont helyzetétdl.

A feladat eredménye azt jelenti, hogy két metsz8 sikra
vonatkozé tiikrozés egymasutanja helyettesithetd egy, a
sikok metszésvonala mint tengely koriili forgatéssal,
aminek szoge a sikok hajlasszogének kétszerese, irdnyat
pedig a sikok sorrendje szabja meg.

1632. Legyen o, az AA’ szakaszfelezd merdleges sikja,
a, a BB’ szakaszfelez6 merd&leges sikja, valamint o, Na, =
=t. Legyen az AA’-re illeszked®, t-re merdleges sik #-vel
val6 doféspontja O,, BB'-re illeszkedd, t-re merdleges sik
t-vel val6 doféspontja O,. ABO,O, tetraéder egybevagd
az A'B'0,0, tetraéderrel, mert: @O AB =A'B’, a feltétel
miatt. @ BO,=B'0, O,€t miatt. @ AO0,=A0,,
0,et miatt. @ A0, =A'0,, O,ct miatt. ® BO, =
=B'0,, O, €t miatt. @ 0,0, koz6s €él. Egybevagosdguk
és koriljarasuk egyezése miatt ¢ koriili forgassal vihetSk
egymasba = B-t ugyanaz a forgas viszi B’-be, mint A-t A’-
be. AB-t t koriili forgatas viszi A’B’-be. Nincs megoldas,
ha a, parhuzamos a,-vel. Ha ¢, = @,, akkor A4’ és BB’
parhuzamossaga miatt ABB'A’ hurtrapéz, a felezd sik
minden egyenese alkalmas forgastengelynek.

1633. LegyenPee,Aca,Bebés Cecugy, hogy TA =
=TB=TC=ATPA = BTPA = CTPA, mert egy olda-
luk ko6z0s, masik oldaluk és a kozos oldallal bezart szo-
giik paronként egyenlé = P4 = PB = PC = egy P csucsu,
ABCA koré irhat6 alapkort forgaskup alkotéi = PT ten-
gely 1 az alapkor sikjara=e L a.

1634. ABT,A derékszogli = @ = 4(4B; S,). BAT,A de-
rékszogli = f = X(AB; S,). BT, T,A derékszogl. ABT,A
és BAT,A atfog6ja kozds. ABT;A-ben a-val szemben levo
befogd BT, ABT,A-ben (90°— B)-val szemben levG
befogé BT,. BT,T,A-ben BT, befogd, BT, atfogd, ezért
BT, > BT; = ABT,A-ben kisebb oldal van a-val szem-
ben, mint ABT,A-ben (90° — 8)-val szemben, mikozben
atfogéjuk kozos és mindegyik derékszogi = a < 90°— 8
(kisebb oldallal szemben kisebb szog)=a + S < 90°.
1635. Jeloljik a két adott sikot S,-gyel, S,-vel, a szo-
geket felezd sikokat X,-gyel és X,-vel. Messiik el a sikokat
a kozos m metszésvonalra L S sikkal = ¢, f;, e,, f, met-
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szésvonalak. < (e;; ¢,) = L (53 5,). 2, felezi S, és S, szogét
=f, felezi e, e, szogét. X, felezi S, és S, mellékszogét =
=f, felezi e,, e, mellékszogét. 2L (e; f1) + 2 (ey; f5) =
= 180° 4 (e3 ) + 4 (eify) = 0° =, L= 5, L X,.
1636. Tekintsiik az 1635. abrat. Legyen a két sik S}, S,, a
szoget felezd sik X,. Legyen S P-re illeszkedd, m-re
merdleges sik. SNS, =e¢,, SNS,=e,, SNX, =f,. X, felezi
S, S, szogét = f, felezi e, e, szogét = PT,= PT,. PT, Le,
és m LPT, miatt PT,1S,=PT,=d(P;S,). Hasonléan
belathat6, hogy PT, = d(P;S,). Az aldhtzott 4llitds miatt
d(p; S,) =d(; S,).

1637. Tekintsiik az 1635. abrat. Legyen a két sik S}, S,, a
szoget felez6 sik X, e sik egy pontja P. A P pontban X, sikra
allitott merdleges P, és P, pontban metszi az S, és S, sikokat. Fektessiink m-re merdleges sikot
P,P,n keresztiil= S. P,P,MA-ben: MP felezi a PMP,<-et (P€X; m LS; MP, L m; MP, 1 m).
MP 1 P,P,= MP,P,A egyenl§ szart = PP,= PP,.

1638. Jeloljiikk az S, S, sikokkal egyenl6 szoget bezard egyenes doféspontjit A-val és B-vel.
a) AT,BA = BT, AN, mert a BA oldal kozos, mindkett6 derékszogli és BAT, <X = ABT, < a felté-
tel szerint = BT, = AT,. Legyen AM, az A pontnak az m metszésvonaltdl, BMy a B pontnak az
m metszésvonaltol vald tavolsaga. AT, LS,=AT,1lm é AM,1lm =ml[ATM,|=
=m LM ,T,. Azalahtzottakbol= T, M, AL = L(S};S,). Hasonléan beldthat6, hogy T,M B =
=X (S S,). AT, M A = BT,;MyA, mert mindketts derékszogti, T,M, AL = T,M,B<X és AT, =
=BT, =AM, = BM,,

b) Az a)-beli gondolatmenet forditott sorrendben megismételhets. Az utolsé egybevagdsagot az
AM ;= BMy, M, T AS = MT,B< = 90° és < (S; S,) = T,M, AL = T,M B 4llitasokkal igazoljuk.
1639. Legyen X azm, m,, f,, f, pdithuzamos metszésvonalakra L sik. X NS, =e, = e, L m, és
ZnS,=e,=e, Lm =L (e;;e) =X (S;35,). ZNS;=e;=e; Lm,ésXnS,=¢e,=e, Lm,=
= L (eyey) = L (S5 S,). Hasonldan L (e;e5) = L (S;;8;) =h és L (eye,) =X (S5 S,) =h.
A X sikon a metszetek az dbrdn vazoltak lehetnek. A keletkezett sikmetszeten az M,, F, M,, I,
pontok egy koron vannak. Mivel M F M, =M F,M,X =t = F,MF<<X=F,MF< vagy
EM F< + F,M,F< = 180°, tehat M -nél, illetve M,-nél a szogek vagy egyenldk vagy kiegé-
szitok.

1640. Jeloljik az S, S, félsik altal meghatdrozott lapszog élét e-vel. Legyen m, L S, ésm, LS,
félegyenes a megfelel6 féltérben. Vegyiik fel az m,, m, merdlegesek sikjast = 2. m; LS, =>m, Le
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ésmy,LS,>m,le=>elX. XNS = é2NS,=
=e,=ele & ele,=L(e;e)=%(5;8,)=a.
L(n;e)=90°-a é  L(mye)=90°"—a=
= L(m;m,)= 90°+90°—a=180°— a. Az el-
lentétes féltérben levs félegyenesekre: <X (m;; my))
= X (m;;m,) = 180° — &, mert csucsszogek.
1641. Legyen az adott S sik adott pontja P. Fek-
tessiink az S sikban P-n at tetsz8leges egyenest =
=e. Tee, P# T tetsz6leges. T-ben merdleges S-
re=f. [¢; f]=S, S'LS. §’-ben P-n at e'-vel «
szoget bezaro e egyenes (S’-ben két ilyen egyenes
lehetséges). P-n at végtelen sok e’ egyenes huz-
hato, igy végtelen sok megoldas lehet.

3 2
1642. PT,EA-ben b ¢és 60°-0s szog van=m = EP - - =EP= T m. PT,FA-bOl FP =
3

2

= — m. EFPA egyenl( szaru, szarszoge 60° = EFPA szabalyos = EF = — m.

/3 /3
1643. Adott az S sik e egyenesének P pontja. Vegylink fel P-ben e-re merGleges S’ sikot.
SNS" =f" f'-vel @ szoget bezar6 egyenes P-n at az S’ sikban = f; f,. f, és f, megfeleldk, mert
L(fif) =X (fS) és L (fnf)=L(f5S), tovabba Pef; Pef, ésf, Le; f, Le. Két megol-
das van.
1644. Adott az S sik, a P pont és az @ szog. Fektessiink P-n at S-re merSleges sikot = S".
SNS" =m. §"-ben P-n at m-mel a szoget bezard egyenes = e ; e,. e, Nm =M, és e,Nm = M,.
M,-ben merdleges S’-re = f;; M,-ben merdleges S'-re =f,. f,, e, sikja X5 f,, e, sikja X,. X,
megfelels, mert Pe X, < (X;5) = L (e;m) = @, ugyanisf, L S'=f, Lm ésf, Le,. Egy felvett §’
sikhoz két megoldas van. P-n 4t akdrhiany S-re mer6leges S’ sik fektethetd, igy végtelen sok
megoldas van. Mindegyik tekinthetd egy P csticst (180° — 2a) nyilasszogli kup érintdsikjanak.
1645. Legyen S, és 5, a két adott sik és P az adott pont. S, NS, = m. P-bSl merSleges S,-re =
= talppontja T és P-bol mer6leges S,-re = talppontja 7). [PT,T,] = S,Snm =M. T,M az S, és S
sik metszésvonala. PT, 1 S, = PT, 1L T, M és PT, Lm. PT, L S, = PT, L TM és PT, L m. A fen-
tiekb8l=m L [PT\T,]= m L T, M. Az aldhuzott allitisokbol= < (S;S,) = <X (m;PT,) =h .
Hasonl6an beldthatd, hogy < (S;S,) = <« (m; PT}) =k . S a keresett sik.
1646. Legyen P és Q a két adott pont €s S az adott sik. Legyenek 7, €s T), az S sik olyan pont-
jai, amelyekre: PT, LS és QT, LS. [PT,Q0] = S. 8'NS = e(Ip; Ty) =m. S LS, mert PT, L § =
= PT, mer6leges S minden egyenesére, igy P1, L m, PT, L f miatt < (S;8") = < (PTpf) =hb .
1647. Legyen az S, és S, sik metszésvonala m.
Az egyik sik P pontjabdl a metszésvonalra, illetve a
masik sikra bocsatott mer6leges szakaszok tovabbi
végpontjait jeloljik 7;-gyel, illetve T,-vel. PT, =
=2PT,. PI\T,A-ben PT,T\<{ =hk, az atfogd két-
szerese az egyik befogénak = T\PT,< = 60°=
=PI T,¥x=30° (*). PI,LS,=PT,1LTT, és
PT, 1 m. Ez utébbihoz PT,1m Allitast fel-
hasznalva=m L [PT\T,]= T,T, L m. Az alahtu-
zott allitasokbol PT, T, = X (55 S,). A (*) allitast
figyelembe véve < (S;;5,) = 30°.
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1648. Induljunk ki a kész abrabol. e felezi az M,PM,<-et = PM, = PM, esetén M ,M,PA
egyenld szaru, és e merdlegesen felezi M, M,-t.

Legyen F € e tetszOleges. Fektessiink e-re mer6leges S’ sikot F-ben. S'NS, =m,, $'NS, =m,,
m;Nm,=Q.

Feladatunk, hogy az S’ sik < (m,; m,) szogtartomanydban lev6 F ponton at olyan szel6t fektes-
stink, hogy annak szogtartomanyba esd részét F felezze. m-t tikrozzik F-re = mj; m;Nm, =
= M,. Tiikrozziik M,-et F-re = M,. [M M,P] a keresett sik, mert e L S” miatt e L M\M,, F felezi
MM -t = PF felezi M\PM, < -et.

1649. A keresett egyenes egyenls tavol van a-t6l és b-t6l, ha illeszkedik a és b kozépparhuza-
mosan atmend sikok valamelyikére.

Legyen S a P-re és k-ra illeszked6 sik. S NS, = m, és S NS, = m,. Ha a keresett egyenes egyenld
szogeket zar be §,-gyel és S,-vel, akkor M,PTA ~ M,PT,A, mert két-két szogiik egyenld. A ha-

PT,

sonlésag ardnya A = P—Tl, a P pont §,, ill. S, sikt6l mért tavolsagainak aranya. Feladatunk oda
2

vezetett, hogy az S sik m,, m, altal meghatarozott szogtartomanyaban P-n 4t olyan egyenest
fektessiink, amelynek szdgszarak kozé esd szakaszat P a fenti ardnyban osztja. Alkalmazzunk
myre P kozépponti, A aranyd hasonldsagot = mb; m,Nm, = M,. M|P a keresett egyenes.
1650. Toljuk az a egyenes tetszGleges M pontjaba a b €s a ¢ egyenest = b’ és ¢’
Legyen a keresett sik X. < (Z;¢) =L (Z;¢") és L (Z;b) =L (Z;b). £ (Z;¢) =L (Z;b) =
= < (Z;a), ha az M kezdSpont és X kozti MC', MB’ és MA szakaszok egyenl6 hosszuak. Mér-
jink fel M-bdl az egyenesek egyik-egyik félegyenesére egyenl6 szakaszokat = A, B’ C'. Fektessiink
P-n 4t [AB'C’] sikkal parhuzamos sikot = Z. ¥ megfelel minden feltételnek, mert: O P-re
illeszkedik. @ KL (Z;¢) = L (Z;b') = L (Z;a).
1651. A hasonl6 haromszog szogei=a és . Az
1606. feladatban lattuk, hogy az ABCA és a szerkesz-
tend6 A’B’'C’A megfelel6 oldalparjainak metszéspont-
jai (M.,M,,M,) egy egyenesen vannak, a két ha-
romszdg sikjainak metszésvonalan. Ezek a metszéspon-
tok megadhatok: e(4; C)NS =M,; ed;B)NS=M,;
e(B;C)NnS=M,. Vegyink fel M, n at tetszbleges
egyenest — a. M_-b8l a-val B szoget bezar6 egyenes —
—c=cNa =B M,-bdl c-vel a szoget bezaro egyenes —
—b = bnc=A" é bna=C" Az adott szogeket
bezdrd egyenesek koziil azok adnak megoldast, ame-
lyeknek a metszéspontjaibdl olyan haromszog kelet-
kezik, amiben @ és 8 belsd szog. Az 1606. feladatban
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lattuk, hogy az igy megadott A'B'C’'A-re AA’, BB’ és CC’
egyenesek egy pontban metszik egymast = P. Ha [ABC] sik
parhuzamos S-sel vagy A'B’C’A nem hasonl6 az ABCA-hoz,
akkor nincs megoldas. Minden mas esetben az a egyenes
tetsz6leges valasztasa miatt végtelen sok megoldas lehet.
1652. Jeloljiik az adott pontot P-vel, a metszs sikokat S, -
gyel, S,-vel, P merdleges vetiileteit rendre 7}-gyel, 7,-vel.
Fektessiink sikot a P, T, és T, pontokra —S; SNS,=m;
SNS,=my;mnm,=M.PT, LS, = PT,Lm é PT, Lm,.
PT, 1 S,= PT, 1 m és PT, 1 m,. Az aldhuazott llitasokbol =
=m L[PT\T,)=8S=>m Lm, ésm Lm,= m,a T,-b8l m-re bocsatott merdleges; m, a T,-bSl m-
re bocsatott merSleges = m, Nm, = M € m. A bizonyitas fenti gondolatmenete fiiggetlen attdl,
hogy PM elvélasztja-e a T, és T, pontokat vagy sem.

1653. Jeloljiikk az §,, S, metszd sikokon adott pontokat Pj-gyel, P,-vel. Tekintsiik az M, P,, P,
pontokra illeszkedd sikot — S.m Lm, ésm L m,=m LS. Az § sikban dllitsunk merdlegest P,-
ben MP,-re, P,-ben MP,-re. A merGlegesek metszéspontja P. m L S=m L PP;; P szirmaz-
tatdsa miatt m, L PP,= PP, L S§= P, a P pont S,-re vetett mer6leges vetiilete. Hasonl6an
beldthatd, hogy P, a P pont S,-re vetett merdleges vetiilete.

1654. 1. eset: Az ¢ egyenes nem merSleges az S sikra. Legyen az e egyenes két pontja P és Q,
merdleges vetiiletiik 7, €s Tj,. PT, és Q1T parhuzamosak = PQOT,T, trapéz= P, O, T, T, egy
sikban vannak = T, € [POT,] N § = m. Tehat a merGleges vetiiletek egy egyenesen vannak.

2. eset: Az e egyenes merSleges az S sikra.

Barmely P € e esetén e egyben vetit6 egyenes is, igy 7, = D. A mer0leges vetiilet egyetlen pont.
1655. Legyen X, az e,-re illeszkedd S,-re merdleges vetitdsik, X, az e,-re illeszkedd S,-re
mer6leges vetitdsik. X, N X, a vetitett alakzat, ami két kiillonbozé metszd sik esetén valoban
egyenes. Ha X, = X, akkor benniik barmilyen alakzat képe S,-re, illetve S,-re e,, illetve e, lesz.
Ez akkor fordul el6, hae, Lm, e, Lm ése, Ne,em.

1656. Legyen a két egyenes e, e,, mersleges vetiiletiik e; és e;.

1. eset: Sem a két parhuzamos egyenes, sem azok sikja nem mer6leges a vetiileti sikra.
e, vetillete e,, e, vetiilete ef; e; # e). Tegyiik fel, hogy e,” nem parhuzamos e}-vel = van met-
széspontjuk: M'. M’ 6se M. M € e,, mert M’ €e] és M €e,, mert M'ce;. Ez ellentmond ¢, és e,
parhuzamossagéanak.

2. eset: A két parhuzamos egyenes nem merdleges a vetiileti sikra, de a sikjuk igen. e, és e,
vetitdsikja azonos, igy vetiileteik megegyeznek, egy egyenest alkotnak.

3. eset: A két parhuzamos egyenes merdleges a vetiileti sikra. Mindkét egyenes merdleges a
vetiileti sikra, vetiiletiik egy-egy pont.

1657. Az allitds nem igaz olyan e és f kitér$ egyenesek esetén, amelyek e, e,, illetve f;, £,
vetiileteire [e; e,] Lm és [f};f,] L m. Az allitds minden mds esetre igaz.

1658. 1. eset: 0 < @ < 90°. Hizzunk parhuzamost P-n at ¢’-vel = Q*. P’Q’ parhuzamos PQ*-
gal és PP’ parhuzamos Q'Q*-gal = P'Q’Q*P paralelogramma = P'Q’ = PQ*.
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QPQO*X = a, mert QPQ*X és QDQ’'X egyallastak. PO*Q derékszogli haromszdgben cos @ =

P Ed

= PQQ = PQ*= PQ -cosa=P'Q' =PQ* = PQ-cosc.

2.eset: 2 =0°.=>Q0=0% P'Q =PQ*=PQ - cos 0° = PQ.

Joeset: =90°. =>D=P' =Q"d(P;Q)=0=P'Q" =PQ - cos90° = 0.

1659. Legyen a két szakasz AB és CD, merGleges vetiiletiik az S sikon A'B" és C'D".

1. eset: A két szakasz sikja merdleges a vetiileti sikra. 4 és C; B és D merdleges vetiilete egybe-
esik, igy a két szakasz vetiilete ugyanaz a szakasz, vagy A'B’ és C'D’ egy egyenesre esik és
A'B"=AB -cos a=CD -cos a=CD'.

2. eset: A két szakasz sikja nem merd&leges a vetiileti sikra. A két szakasz S, illetve S, vetitSsikja
parhuzamos = SNS, =m, és SNS, =m,, m, és m, parhuzamosak = A'B’ és C'D’ parhuzamo-
sak. Az 1658. feladatban lattuk, hogy A'B’ = AB - cos @, és C'D’ = CD - cos a,. AB és CD parhu-
zamossaga miatt ¢, = @, > A'B'=C'D".

1660. 1.eset: A szakasz merdleges a vetiileti sikra. Ebben az esetben a vetiilet egyetlen pont,
nem keletkezik szakasz.

2. eset: A szakasz nem merdleges a vetiileti sikra, és mindkét végpontja a vetiileti sik altal hata-
rolt ugyanazon féltérben van. Legyen az AB szakasz felezGpontja F, merdleges vetiileteik A'B’
és F'. FF', AA’ és BB’ parhuzamos szakaszok; F felezi AB-t= FF' az A'B'BA trapéz kozép-
vonala = F’ felezi A'B’-t.

3. eset: A szakasz nem merGleges a vetiileti sikra, és két végpontjat a sik elvalasztja egymastol.
A vetiileti sikra merdleges irdnyu eltolassal a szakasz a 2. esetben ismertetett helyzetbe hozha-
t6. Mivel az eredeti szakasznak és az eltolt szakasznak ugyanaz a merSleges vetiilete, az allitast
erre az esetre is belattuk.

1661. 1. eset: Az egyik szar parhuzamos a vetiileti sikkal,
a masik szar nem merd&leges a vetiileti sikra. a) Megmu-
tatjuk, hogy ha a L b, akkor a’ L b". Legyen a | S, és a vetii-
lete a’, b vetillete b'. CC' LS=CC’' La'= CC La. A fel-
tétel szerint b L a. E ketté6b6l=a L [BCC'|=a L BC'=
=a’ 1 b". b) Megmutatjuk, hogy ha a’ L b’, akkor a Lb.
a' LbésCC' La=a L[BC'Cl=a Lb=>alb.

2. eset: Az egyik szar parhuzamos a vetiileti sikkal, a mésik
szar merdleges a vetiileti sikra. Ha b L S és a || S, akkor a
vetiilet az a’ félegyenes, rajta a C’ ponttal.

1662. a|S=a'|a. Vegyiik fel a és b sikjaban a P-re illeszkeds, a-ra merdleges egyenest = c.
Az 1661. feladatban lattuk, hogy ha < (a;c) =k ésa| S, akkor < (a’;¢") =b. Ha < (b;a) >k,
akkor ¢ a X (b;a) szOgtartomanyban van = ¢’ a < (b’;a’) szogtartomanyban van= < (b’;a’) > b .
Ha < (b;a) <bk., akkor b a < (c;a) szogtartomanyban van=5b" a < (c’;a’) szogtartomanyban
van= L (b;a’) <h.

1663. Legyen az e egyenest S,-re vetit§ sik X. NS, =m; és ZnS,=¢. T képe T'=

=TT'LS,= e(T;T')=mLm. e LS =e Lm. Az alahuzott allitisokbol=m L[T,T",e] =
=X=mle.
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1664. Vegyiik a b egyenes S-re merdleges vetitosikjat — S”. Legyen SN S’ = b". Fektessiink P-n
at b’-vel parhuzamos egyenest S’-ben — b*. a L b, de @ nem merdleges S'-re = APQ <X tompa-
sz0g. APQ<C b* széra parhuzamos S-sel, igy az 1662. feladat szerint APQ< képe is tompa-
sz0g = AP'BY >h. Ha APBX kiegészitd szogét nézziik, annak képe az AP'BX kiegészitd
szoge lesz, ami a fentiek szerint b -nél kisebb.

1665. Jeloljikk az OC szogfelezot e-vel, e | S. Vegylink fel az adott szog széraira OB = OA sza-
kaszokat. ABNne = F; F felezi AB-t és OFB<X = OFA< =k, mert az AOBA egyenld szard. Az
1661. feladatban lattuk, hogy OFA derékszog képe O'F’A’ szintén derékszog, mivel FO|S.
Hasonl6an belathatd, hogy B'F'O'<X =hk.. Az 1660. feladatban lattuk, hogy az F felezéspont
merdleges vetiilete is felezéspont = B'F’ = F’A". B'A'O’A egyenld szar(, mert alaphoz tartozé
magassaga felezi az alapot = F'O’ felezi a B'O’A’'{-et.

1666. 1. Megmutatjuk, hogy ha OBO'<C. = OAO’<, akkor O'P is szogfelezd.

OBO'A = OAO’A, mert OO’ oldaluk ko6zos, mindkettd derékszogli és OBO'X = OAO0'L< =
= BO’' = A0’ és BO = AO. AOBA egyenld szara = PO szdgfelez6 merSlegesen felezi az alapot.
BPO derékszog képe BPO' < szintén derékszog (1661. feladat). Hasonléan APO'X =k = PO’
az ABO’ egyenld szart haromszog alaphoz tartozé magassaga = PO’ felezi a BO'’A < -et.

II. Megmutatjuk, hogy ha OP is, OP’ is szogfelez6, akkor OBO'<X = OAO'X..OB=b= O'B =
=b-cosa;; OA=a=0A=acosa, (1658. feladat). OP szogfelez6 az AOBA-ben, igy a
szogfelezo tétel miatt BP: PA = b :a. O'P szogfelezd az AO'BA-ben, igy a szogfelezd tételbol
BP:PA=(b-cosa,):(a-cosa,). A ket 0Osszefliggésbol b:a = (b-cosa,):(a-cosa,)= cosa,=
=cosa,=a,=a,= OBO'¥<=0A4

1667. P, Q anormaltranszverzalis a-ra, illetve b-re illeszkeds pontja. PQ | S, P képe P, Q képe Q.
QPA< =k ¢és PQ|S=>QPALX =k (1661. feladat). Hasonldan POB<L =k ¢és PQ|S=
= P'Q'B<L =h.a’ ésb’ olyan egyenesek, amelyek mindketten merdlegesek a P'Q’ szakaszra =
=a’'|b’.Haa L Svagyb LS, akkor képiik egyetlen pont, A4, illetve B.

1668. Legyen a feltételeknek eleget tevd a €s b egyenes egy kocka két kitérd élének egyenese.
AB a normaltranszverzalis = AB 1 AC és AB L BD = ACBA és ABDA derékszogli. BD L AC
és BD 1 AB miatt BD | [ABC]= BD 1 CB = CBDA derékszogti.

Pitagorasz-tétel az ACBA-re, az ABDA-re & a CBDA-re: AC*+AB*=BC* AB*>+BD*=
= AD% c32 +BD*=CD* A vizsgalt 0Osszeg: AC*+ AD? + BD* + BC* = (BC* — AB*) +
+ (4B + BD?) + CD? = BC* + BD* + CD* = 2CD* = dllands.
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egyenese. BD L AB és BD 1 AC = BD 1 [ABC]=>BD 1 BC = CBDA derékszogli, alkalmazhat6
ra a Pitagorasz-tétel: CD* = CB* + BD* (1). CAB< =h = CABA-re alkalmazhat6 a Pitago-
rasz-tétel: CB> = AC* + AB* (2). A (2) 6sszefiiggést (1)-ben felhaszndlva: CD* = AC* + AB? +
+BD?= CD* — AB* = AC> + BD* (*). AE L [ABD]=>AE | AF= EAFA derékszogd, alkal-
mazhat6 rd a Pitagorasz-tétel: EF* = EA> + AF* (3). ABFA derékszogii, alkalmazhaté ra a
Pitagorasz-tétel: AF* = AB* + BF” (4). (4) osszefiiggést (3)-ban felhasznalva: EF* = EA*> + AB* +

o1 0 e L Nk Sva- FF — AR?
+BF" = 4AC +AB°+ 4BD =AB"+ 4(AC +BD") (*)-ot felhasznalva: EF"=AB"+

1 3 1
JFZ(CD2 — AB*)=EF = 7 AB*+ 7 CD* = allando.

1670. A'B'=AB-cosa =12 -cos30°= 6- /3 m.

1671. a) 0 = 60°b) a = 45°.

1672. Legyen P’ a P pont merdleges vetiilete a sikon=

=>AP'PL=BP'P<=k. AP :PB=m:n=AP =mx és

P'B = nx. Pitagorasz-tétel az AP'PA-re: PP"* =a* — m** (1).

Pitagorasz-tétel az BP'PA-re: PP* =b* — n®* (2). (1)- és (2)-
a*— b?

b6l a*—mA=b'—n* =X = ,  x*et (1)-be visszahelyettesitve: PP’ =

mz—nz

b*m*— a*n*
= |——5 5 Osszefiiggést kapunk. A szamadatokkal PP’ = 132 m.
m-—n
1673. CT = TA, mert CTAA egyenld szart, derékszogii. Allitsunk merdlegest T-ben TA-ra=> m.
mnb=B. BT =TA, mert BITAA egyenld szaru, derékszogli. CT L S= CT L TB = CTBA de-
rékszogli; CT = TA = BT miatt CTBA egyenl szaru, derékszogli. CTBA = CTAA, mert CT
oldaluk k6z6s = CB= CA. CTBA = ATBA, mert TB oldaluk k6zos = CB = AB; Az aldhu-

zott allitdsokbol = ABCA szabélyos = < (a; b) = 60°.

1674. ABCA egyenls szarti = FC alaphoz tartozo magassaganak FC' vetiilete a vetiileti ha-
romszOg magassaga.

Pitagorasz-tétel az AFC derékszogii haromszogre: FC* = 25* — 20°= FC = 15 m. Pitagorasz-

40-4 /11
tétel az FC'C derékszogii hdromszogre: FC* =15 — T*= FC' = 4 /Hm. Tige = # =
= 80,/11 m?~ 265,33 m>.
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1675. Jeloljiik az ABC haromszog kozéppontjat T-vel, a szakasz felsd végpontjat D-vel.

a/3
DT 1[ABC]|= DT L TC=DTCL =k.TazABCA sulypontja= TC = = ahol a a harom-
2
a
szog oldala. Pitagorasz-tétel a DTCA-re: ¢* = b> + EY =a= /3 (cz— bz) . A szabalyos harom-

/3 _ 3 /g(cz— b2>
4

4

szog teriilete: T =

Kocka
1676. 27 részre.

1677. Az abra szerint kivalasztott E, B, G cstuicspontok sikja nem tartalmaz negyedik csticsot.
Asikhoz egyértelmiien hozzarendelhet6 a levagott tetraéder F csticsa. A kocka 8 csticsahoz 8 sik
rendelhetd, igy 8-féleképpen tudunk hdrom alkalmas cstcsot valasztani.

1678. Tekintsiik az 1677. abrat. Minden parhuzamos lapparhoz 2 atlés sik tartozik. 3 db
parhuzamos lappar van, igy 0sszesen 6 db az atlés sikok szama.

1679. Tekintsiik az 1677. dbrat. Lapatld: e = aﬁ . Testatlo: f=a,/3 . Korilirt gomb sugara:

a/3 a
KE=R= % = Tf Beirt gdbmb sugara: KL =r = >
1680. Tekintsiik az 1677. abrat. Felhasznaljuk: e = aﬂ , f= a/g . A testatlora illeszkedd
csticsok tavolsaga 0. A tobbi csiics mindegyike egy olyan derékszogii haromszog csicsa, melynek
befogdi egy ¢l, illetve egy lapatld, atfogdja egy testatlo. Irjuk fel az ACEA teriiletét kétfélekép-

a-aﬁ _af azﬁ:a/gd g Ezaﬁ
2 3 3

pen: Ty = — illetve T = z “ = 5
1681. £A | [ABCD]=> EA 1 AN = Pitagorasz-tétel az MANA-re: (1) MA*+ AN* = MN*.
Pitagorasz-tétel az ABNA-re: (2) AB*+ BN*=AN> (2) és (1): MA*+ AB*+ BN* = MN*.
a a a* 5 a’ ) 3 a
]V[Az;,ABza,BNZE.T+a +T=MN=>MN=LZ E:

6
>

H G H G
L
E E
F
T E
& K ,/'

a d >\\ / M \

D D

e < e ¢

% N
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1682. Tekintsiik az 1677. dbran az EC testatlot és a hozza képest kitérd BF élt. Legyen e(E; C) =g
és e(B; F)= h. Huzzunk parhuzamost a testatld felezGpontjan at h-val =>h' =e(K;L). g és h’
metsz0 egyenesek sikja S, a kocka egyik atlos sikja. 4 parhuzamos S-sel, d(h; S) = d(h; g). h egy
pontjabol merdlegest allitunk az S sikra (pl. B-bdl). A mer6legesnek B-t6l az S-ig terjedd sza-

a,/2
kasza fél lapatloval egyenld, d(g; h) = d(h; S) = d(B; M) = —
1683. Tekintsiik az 1677. dbrat. Két testatld egy atlos sikmetszet téglalap két atloja, az atlok
a a/3
szoge legyen ¢. Példaul GKCX = ¢ = KCM = % KMCL =k és KM = > KC = 5 =

a

2 _B_e
2

==

o5 3

1684. Tekintsiik az 1677. brat. Jeloljiik a testatlo és egy él szogét e-nal.
A keresett szO0g egy olyan derékszogli haromszog (pl. EAC) egyik hegyesszoge (CEAL = ¢),
amelyben a keresett szog melletti befogd az él (szoggel szembeni befogo a lapatld), atfogd a

= sin% = =35,26°= ¢ = 70,53°.

[\

a 3
testatld. EACA-ben: cos € = = —— = & = 54,74°. A testatlo minden éllel ugyanekkora

a/3 3
szoget zar be, mert az egy csucsba futd élek mindegyikénél a fenti gondolatmenet kovethetd, a
tobbi pedig parhuzamos valamelyikkel, igy a testatléval a szogiik megegyezik.
1685. Tekintsiik az 1677. dbrat. Vetitsiik merSlegesen a testatlot az egyik lapra. A vetiilet a
lapatld lesz. (Példaul EC testatld merdleges vetiilete az ABCD lapon az AC lapatld.) A ke;esett

sz0g a testatld és e lapatld szoge (ECAX). EAC derékszogl haromszogbdl: sin @ = =

a/3
/3 A
=3 = a =~ 35,26°. A testatlé mindegyik lappal ugyanekkora szoget zar be, mert a vetitésnél

kapott derékszogli haromszdgb6l minden esetben az éllel szemkozti hegyesszoget keressiik, mi-
kozben a testatld az atfogo.

1686. A két sik metszésvonala a kocka AG testatldja. ABG derékszogli haromszog atfogdhoz
tartoz magassiga és EAGA atfogbhoz tartozé magassaga egyenld, mert a fenti hdromszogek
egybevagdk. A magassagok talppontja az AG szakasz

ugyanazon 7 pontja, mert az egyenld befogok taldlkoznak | 1686.
az A csucsban. A fenti magassagok szoge az atlos sikok H

G
keresett szoge. ETBA egyenlG szaru, d szarainak hosszat az
s | .
1680. feladatbol tudjuk: d = ——. A haromszdg alapja az N £
’ © a)2 a /g N
EB lapatlo, hossza: EB=a /2. sin 5=y iy S IXN
N D
a,/?2 3 3 o ~ €
= ‘[ =‘§:§=60°z¢=120°.=>Azét- <
a 1/g 4 B

16s sikok hajlasszoge 60°.
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1687. Vigyiik fel a térelemeket egy kockara: S a kocka alap-

sikja— [ABCD]. S’ a kocka atlés sikja— [ABGH]. m =

=8NS’ az alapél — e(A4; B). e az alaplap atldja— e(A4; C).

e-t merdlegesen vetitjiikk S'-re: 4 képe dnmaga. C képe K lap-

kozéppont, mert CKLBG és CK1lm=CKlS=e' =

=e(A4;K). L(e; S") = L(e; e'). AKC derékszogi haromszogben
CK 1

sina/=A—C=E=>a/=3O°.
1688. Hizzunk parhuzamost M-en és A-n at BC-vel —
— PQ,AD.ADQP paralelogramma = [APQD] = S parhuzamos
BC-vel. d(AM; BC) = d(S; BC) = d(DQ; C). Pitagorasz-tétel a

@ /5 a5

a
QGCA-re: QC*=a’+ - =0C=—2—. QD =0C =

—
aa a a-/g d a’ a-/g d
o= Tl T T Ty 27

2-a-/5
=d= — a két egyenes tévolsaga.

1689. Vagjuk fel a kocka feliiletét az 1689/1. abran jelzett
€leken. A kocka kiteritett haldjat az 1689/I1. dbra mutatja. X|-
bdl az X,-be kell eljutni a kocka feliiletén, a legrovidebb tton.
A halén ez az X X, szakasz. X;PX,A egyenld szaru, derékszo-
gii: X,P =3a, X,P = 4a — E,X, — X,A, = 4a — (E,X, + X,A,) =

=4a—EA =3a>XX,=3a/2.

1690. Az FG él tetszGleges P pontjan és a HB testatlon at-
fektetett stk a HPBQ paralelogrammaban metszi a kockat. A pa-
ralelogramma teriilete a HPBA teriiletének kétszerese. HPBA
egyik oldala a HB testatld, ami barmely P € FG esetén ugyan-
akkora, igy a keresett teriilet akkor minimalis, ha P a legkoze-
lebb van HB-hez. HB és F'G kitérok, igy a normaltranszverzalis
FG-n levd talppontja adja a minimalis tertiletli sikmetszetet.
Vetitsiik a két egyenest a DCGH lapra. HB képe HC, FG képe

a2
G. G és HC tavolsaga a normaltranszverzalis hossza, — (a

lapkozéppont és G tavolsaga) = KL a keresett normaltranszver-
zalis (L az FG él felezéspontja), HLBM a minimalis teriiletd
sikmetszet. Ehhez a testatlohoz harom megoldas tartozik.
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1691. Legyen HB felezéspontja O. O felezi a PL, QM és KN
szakaszokat, melyek hossza aﬁ , a lapatléval egyenls. PN H G

1 1
kozépvonal az EFGA-ben = PN = > EG= -4 2.0OPNA E

oldalai egyenl6k = PON< = 60°. Ugyanezt mondhatjuk a
tobbi részharomszogrél is= O-nal 6 db 60%-o0s szog tel-
jesszoget tesz ki= KLMNPQ hatszog szabalyos. HP = HQ = p 3
= HK = HL = HM = HN miatt a testatlé mer&leges erre a sik- L G
metszetre. K
1692. Tekintsik az 1691. dbrat. Az 1690. feladatban lattuk, 4 B

hogy a testatlo és egy hozza képest kitérd él normaltranszverzalisa a felezéspontjukat 6sszekotod
szakasz. = A HB-hez kitér6 élek felezéspontjait HB felezéspontjaval 6sszekotd szakaszok
merdlegesek HB-re. = Ezek az 0sszekotd szakaszok benne vannak a HB-re O-ban Aéllitott
merdleges sikban. Az 1691. feladatban lattuk, hogy a fenti élfelezéspontok szabélyos hatszoget
alkotnak, tehat a HB-re O-ban dllitott merGleges sik szabalyos hatszogben metszi a kockat.
A hatszog egy oldala az oldallapok atlojanak fele, mivel kozépvonal az atl altal 1étrehozott

egyik haromszogben: x = a -

1693. Tekintsiik az 1691. abrat. Egy szakasz végpontjaitol egyenld tavol lev pontok halmaza
a térben a szakaszfelez6 merd6leges sik. Ennek a siknak a kocka feliiletével kdzos pontjait ke-
ressiik. Az 1692. feladatban lattuk, hogy a HB testatlo szakaszfelez6 mer6leges sikja szabalyos
hatszogben metszi a kockat. Ennek a szabalyos hatszognek a kocka feliiletével k6zos pontjai a
keresett pontok.

1694. A legnagyobb teriiletl haromszog oldala a lehetd

leghosszabb. A kocka minden csicsédhoz tartozik egy ilyen 0 c
haromszog, a csticsbdl induld élek hatarozzak meg (példaul az
1686. dbran F-hez EBGA). A haromszog egy-egy oldala a koc-

ka valamelyik lapatldja = hossza aﬁ . K
1695. 40 =B0O =C0O, AOCA = COBA =BOAA=AC =
=CB=BA =a/§. AOD<. = BOD¥X = COD¥X = ABCO
szabalyos haromoldalua gula, melynek ABC laphoz tartoz6 ma- B
gassiga OD = OD 1 [ABC]. ODN[ABC]|=K; K az ABCA

a,/6
sulypontja = KC = 3 Pitagorasz-tétel az OKC derékszo-

a/gz aﬁ_O_D i g

G ha ogre: OK?=a> — |—— .
gu aromszogre a [ 3 3 3 7

1696. 1. eset: AH és BG, AH és FC tavolsaga: AH 0,
parhuzamos BG-vel = d(AH; BG)=a, AH parhuzamos »’
[BCGF] sikkal = d(4H; FC] = a. 10,

2. eset: EB és AH tavolsaga: Toljuk el EB-t H-ba— HC. [AHC] D

sik parhuzamos EB-vel és [AHC] sik parhuzamos [EBG] ¢
sikkal, mert mindketts az 1695. feladatban latott HB testatlo-

= 0K =
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ra merGleges sik, ami harmadolja a testatlot = d(4H; EB) =

a/3
= d([AHC]; EB) = d([AHC]; [EBG]) = Tf Ugyanezt mond-
hatjuk el az AH atlénak BD, DG és GE atloktol vald tavolsa-
géra is.
1697. Az abra szerint a kocka harom olyan négyzet alapa
giildra bonthatd, melynek oldalélei a, a,/2, a/3 ésa/2. Az

abra jeloléseivel a gulak csucsai: ABCDH; GFBCH; EABFH.
¢ 1698. Tekintsiik az 1696. abrat. Az 1695. feladatban lattuk,

hogy az [ACH] sik is, a [BGE] sik is mer6leges a DF testatlora,

és azzal valé O, doféspontjai harmadoljdk DE-t. Vetitsiik a

kocka A, H, C és D csucsait az [ACH] sikra. Az A, H és C pon-
tok helyben maradnak, D képe O, lesz. Vetitsiik a kocka B, G, E és F csucsait a [BGE] sikra.
A B, G és E pontok helyben maradnak, F' képe O, lesz. Az ACH részvetiilet és az EGH
részvetiilet O,, illetve O, kdzéppontl egybevagd szabalyos haromszogek paronként parhuzamos
oldalakkal. Vetitsiik mindkét haromszoget egy a DF testatlora merdleges S sikra.
S| [ACH] | [EBG] miatt ez a vetités egybevagdsag, igy helyzetiikb6l adédéan E', A, B, C’, G’ és
H’ szabalyos hatszoget alkotnak.

1699. a)e =8,/3 dm=~ 13,86 dm és A = 384 dm’.

b)e=12,6,/3 cm ~ 21,82 cm és A = 952,56 cm?.

c)e=423/3mm= 732,66 mm és A = 1073 574 mm’ =~ 1,07 m”.

d)e=05/3m=0,866m ésA=15m>

1700. Az A, B és K pontokra illeszkedd sik a K-n atmend, AB-vel parhuzamos egyenesben
metszi a fedGlapot, ezért a sikmetszet az ABCD téglalap. BPCA-ben a Pitagorasz-tételt al-

@ /5 /5

kalmazva BC* =a* + e =BC =a—- és Typcn zazT. a

/5

c) T=200048,7mm?>~ 02m?>.d) T = 5 m? = 0,28 m>.

A4

) T=71,55dm?. b) T = 177,5 cm?.

1701. a)azSﬁ dm =~ 13,86dm és A = 1152dm*. b)a =6,/3 cm = 10,4cm és A = 648 cm?.

/3 :

¢)a=12/3 mm=20,78mm és A = 2592 mm’. d) a = T m=029m ésA=05m’.
1702. q) a =56dm.b) a=72cm.c) a =1,6m.d) a = 69,1 mm.

1703. a) V= 2,82dm>. b) V= 0,0518 dm® ~ 51,8 cm>.
c)V=~185dm’. d) V~1,06dm>.
D S Z 1704. 4, ~ 7,37dm; a,~ 1,59 dm.
g 1705. 1/~ 0,568 dm% a~ 0,828 dm ~ 8,28 cm.

1706. o =3/V = 4,64dm.

1707. a) V=42875cm>. b) V=~ 68,04 cm?.

c) V0,068 m>~ M

1708. a) A =1014cm*. b) A~ 57,93dm*. ¢) A = 9,52 m*.
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1709. Az atlos sikmetszet olyan téglalap, melynek szomszédos oldalait a kocka egy éle és egy
lapétl6ja alkotja. a) T = a* ﬁ b) T ~ 855,83 cm?’. ¢) T = 65,39 dm’.

t
1710. a)t=a2~‘/5 = a kocka éle a = T; a kocka lapatloja e=avﬂ= /t‘ﬁ;
1[ 2

» 3t ) , o
a kocka testatldja f=a- /g = T ; a kocka felszine A = 6a” = T; a kocka térfogata
2 2

b)a=~1329cm; e=188cm; f=23,03cm; A = 1060,66 cm?; V= 2350,38cm’.
c)a=6,73mm; e=x951mm; f=11,65mm; A= 271,53 mm?; V= 304,44 mm’.

1711. Legyen az eredeti oltarkd éle a, az G oltarks éle b. V, =a’, V, = b’ és V, = 2V, dssze-

fiiggéseket felhaszndlva: b*=2a=b=a- 3/5 . A b szakasz hossza euklideszi szerkesztéssel

nem adhat6 meg, tehat az oltarkdvet nem lehet elkésziteni.
1712. Akét kocka éle a és (a + 2). Térfogatuk kiilonbsége V, — V, = (a + 2)’ —a’ =26 m’ =
=a =1 m. Akockdk €lei: 1 m, illetve 3m.

1713. Felhasznalhatjuk: Az 4tl6s sikmetszet teriilete a®- /2 .

Az 4tlossik felezi a test térfogatat= 1 = Ea3. A keletkezett

test felszinét megkapjuk, ha az eredeti felszin feléhez hozzaad- bd

juk az atlos metszet teriiletét = A = <3 +/2 > a’. a

0~

1714. A bels6 kocka éle b=10dm —2-02dm=9,6dm. V= b
=a’— b =10° - 9,6’ ~ 115,26 dm’. m=V-0=x=11526-0,8 =~
=~ 92,21 kg. Alada nem mertil el, ha a bemerild rész térfogatanak 3
megfeleld viz tomege akkora, mint a 1dda teljes tomege.A teher
tomege legfeljebb: 1000 kg — 92,21 kg = 907,79 kg.

Téglatest

1715. EA él és BH 4tl6 egyenese kitér6 egyenesek, tavolsa-

guk egyenld az EA egyenes és a vele parhuzamos DH egyenest

tartalmaz6 [DBFH] sik tavolsagaval. Ez a tavolsag ugyanak-

kora, mint az E csucs és a HF lapatld tavolsaga: d(E; 7). T
ab FH-ET ab — -

tEFHA=7=T=>ET=ﬁ€SFH= a+b* =>ET= /é'&"

ab !
= ————, ugyanekkora az EA él és a DF testatlo tavolsaga. D ¢

7V”2+bz A B

\
=
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Hasonldan kiszamithat6 a tobbi él és a hozza kitérd

lapétl6 tavolsa P letve

apatlo tavolsaga: ——, illetve ——.
Jb*+¢? Jar+c?

1716. Tekintsiik az 1715. dbran a BH testatlot.

HABY =k és HDB< =k . Alkalmazzuk Pitagorasz

tételét az BDH és ABD derékszégﬁ haromszogekre:
BH*=DH* + DB* és DB*=AD”* + AB*= BH* =

=DH? + AD*+ AB* = BF*+ BC*+ BA*. —
1717. Felhasznaljuk, hogy az a, b, ¢ éli téglatest

testatloja /a’+ b*+ ¢* hosszd, valamint egy lap4tlo,
egy testatlo és egy €l derékszogli haromszoget hata-

roz meg.

AB a 8 BC
cos¢=——=———;, CcoOsfi=—=

BH /(12+b2+cz BH

b BF c
=— Sy =—T="——"—— =

1/az+b2+c2 BH 1/c12+l)2+c2

2
= cos’ @ + cos’ B+ cos’y =

b? c?
+
a’+ b*+ c? a’+ b*+ ¢?
1718. = a1/b2+ c?.

1719. Tekintsiink egy (a +b) élhosszisagi koc-
kat! Ha a lapjaitdl a tavolsagra parhuzamos sikokat
fektetiink az abra szerint, akkor egy a €l és egy b €l
kockéat, 3 db a, a, b éld és 3 db a, b, b éli négyzetes
hasdbot kapunk. Ezek térfogatanak Osszege az ere-
deti kocka térfogataval egyenls: V= (a +b)’ =
=a’ + b* + 3a’h + 3ab.

1720. Tekintsiink egy a élhossztsagu kockat! Ha a
lapjaitol b tavolsagra parhuzamos sikokat fektetiink
az abra szerint, akkor egy (a — b) éld és egy b éli
kockat, 3 db (a-b), (a-b), b éliés3 db (a-b),b, b
éli négyzetes hasabot kapunk. Ezek térfogatanak
Osszege az eredeti kocka térfogatéval egyenls: V=
=a’=(a-by+b+3@—-b)"b+3a—b) b*=
=(@—-byl=a’—[b’+3(@—b)* b+3(a—b)b=
=a®— [b*>+ 3a’h — 3ab’]| = (a — b)* =a® - 3a’b +
+ 3ab® — b,

1721. PP, a téglatest testatlja. A téglatest élei
la, —a,|, |b, = b,|, |c,—c,| hossztiak. Ha a, =a,,
vagy b, = b,, vagy c¢, = ¢,, akkor nincs ilyen téglatest.

APiP) = J(a-a) + (b= b) +(c-c)

—+
a’+ b*+ ¢?
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1722. A P pontot tekinthetjiik egy olyan téglatest csicsanak,
amelynek élei a, b, ¢ hosszusaguak és harom lapja egy-egy sikra
illeszkedik. A keresett tavolsag a téglatest testatldjanak hossza:

PM=1/a2+b2+cz.

1723, 1o V.o |V b V.o [pV
s AT b Y be D YT Y abe " ac

B Vv B v

z=c¢"3 Pyl R

1724. a)e ~ 6,2dm; A = 73,92dm?; V' = 42,336 dm>. b) e ~ 48,82 cm; 4 = 4291,4 cm?;
1V'=18018cm’. ¢) e = 547m; A = 384728 m”; V= 13043808 m>.

1725. A téglatest éleinek hossza (kerekitve): 1,3dm; 2,6dm; 3,9dm.

1726. Egy tégla térfogata I/, =25-12-6,5 = 1950 cm®. 1 m® agyagbdl a térfogatvesztés utan

o

980 dm’ = 980000 cm® marad. Ebb&l 980000 : 1950 = 502,6 alapjan 502 db tégla késziilhet.

1727. A 39 cm-es vastagsagot 6-6,5 cm = 39 cm miatt 6 db téglaval tolthetjiik ki. A 4 m-es
hosszusagot 16 -25 cm = 400 cm = 4 m miatt 16 db téglaval, a 2,4 m-es magassagot 2012 cm =
=240 cm = 2,4 m miatt 20 téglaval érhetjiik el. Osszesen 61620 = 1920db tégla sziikséges.

1728. A mész térfogata: 1V'=3,5-2,5-2=17,5m’. A mész tomege: m = 17,5400 = 7000 kg.
1729. x = 0,00027 cm a lap vastagsaga.

1730. Legyen a hasab alapéle a, oldaléle b. = Az alaplap atlgja a /2 = b. Az atlés sikmet-
szet teriilete b* =283 cm?’=b~16,82cm=>a,/2 =16,82=a=11,9cm. A négyzetes oszlop
térfogata V'=a-a-b = 11,9%- 16,82 = 2380 cm®.

1731. Legyen a négyzetes oszlop alapéle a, oldaléle b. = Az alaplap atldja a ﬁ . Az atlos sik-
metszet teriilete b-a /2 =116,8. = ab ~ 82,6. A test térfogata: a -a-b = 627,4, azaz a - 82,6 =
=060274=a=7,6cm ésb=10,87cm.

1732. Az atlés sikmetszetek téglalapok, oldalaik a téglatest megfeleld €lei és lapatloi. A szokasos
jeloléssel: ¢ poy=a-Jb*+c* =32 és tpop=0b-Ja*+c* =43,5 ést ooe=cJa*+b* =52.
a’- (b* +c?) =1024 és b*- (a* + ¢*) = 1892,25 és ¢ (a* + b?) = 2704 = ¢*- (b* — a*) = 868,25 és
c?- (a2 + b2) =2704 = ¢2-2b*=3572,25=cb =4226 =ab =10,3 és ac =30,3=cb-ab-ac =
= (abc)*=V?=V = 114,84 cm’.

1733. Az atlos sikmetszet négyzet = az egyik lapatld is 7 dm vagy 11 dm. Pitagorasz tétele
miatt e* = 7>+ ¢* vagy e’ = 11> + c*=e > 7. A 11 cm-es oldalra illeszkedik az atlés metszet.

c=b-a*=b=11lcma=7cm,c=6,/2 cm.
A=2-(ab+bc+ac)=2-(77+66 /2 + 42 /2) = 154+216,/2 =
= A~ 459,5em>. V=abc = 462 /2 cm®~ 653,4cm’.

1734. c=2lcm;a=11cm; b = 5cm. a c

1735. 1. eset: e =52cm, ¢ =22°37", f=101m. c=¢-cos ¢ = f
~ 48 m ésa = e-sin ¢ ~ 20 m. Pitagorasz-tétel: f> =b* + ¢* = b* =
=f2—c*=b=889m. V=abc=~85310m>.
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1735/Il. 2.eset:e =52 cm, ¢ =22°37', f=101m.c =e-sin =20 m

ésa = e cos ¢ ~ 48 m. Pitagorasz tétele: f>=b*+ *=b*=
=f2—c*=b=99m. V=abc = 95040 m>.

= 1736. a~13,8cm; b~ 18,4cm; ¢~ 23cm.

ale/ ¢ 1737. a ~10,36cm; b= 15,54cm; ¢ = 20,72 cm.

f 1738. 4~ 11,84cm; b~ 14,8cm; ¢~ 11,76cm.
1739. b’ =16 m*=>b=4mésa:b=3:4=a=3 m.

Pitagorasz-tétel: B> = a* + = =b*—a’=c=/Tm. A=2-(ab + bc + ac) =

=2-(12+4/7 +3/7)=24+14/7 >4~ 6lem’. V=abc=12,/Tm’~ 31,75 m".

b

1740 —31'b—91' —151
. a= 5 —_S,c— 3

1741. A kocka éle a, a téglatest élei @; a — 6; a — 4. a* = a(a — 6)(a — 4) + 20592 =>a° =
=a®—10a* + 24a + 2059,2= 0= 10a* — 24a — 2059,2 = a, < 0 (ez nem lehet egy szakasz
hossza); a, = 15,6 = A téglatest élei 15,6 cm; 9,6 cm és 11,6 cm hossztak.

1742. ab:b 16:21:08, 2210 0, & b 10, 10

. : N = . . L, == =—=0 = — - = = — .

avibe-cd R T T T8 28
6

d=1/a2+ b>+¢* =29cm. mc2+ mcz-i- ?=841=c’=441=c=21lcm; a=16cm

b=12cm.

1743. i’ =a*+ b’ + P ésd2=a+b+c=1764=(a + b + c)*=a’ + b* + ¢* + 2ab + 2bc +
+ 2ac =729 + A=A =1035cm>.

Hasab

1744. A paralelepipedon szemkozti élei parhuzamosak és egyenldk, ezért atlos sikmetszetei
paralelogrammak. Az ABGH paralelogramma 4tl6i felezik egymast: AGN BH = K= KA = KG
és KB=KH. A BCHE paralelogramma atl6i felezik egymast: CENBH =L =LC=LE és

LB = LH. Az aldhtzottakbol kovetkezik, hogy L = K. Hasonl6an belathatd, hogy K mindegyik

testatlonak felez6pontja, ezért szimmetria-kozéppont.

1745. Lasd az 1744. feladat megoldasat.

1746. Legyen a négyoldala hasab alaplapja ABCD, fedGlapja EFGH! Az AG és BH testatlok
metszik egymadst, ezért A, B, G és H egy sikban vannak. Az ABCD sik parhuzamos az EFGH
sikkal, ezért AB | GH. Hasonl6an belathat6, hogy minden szemkozti élpar parhuzamos egymas-
sal, igy a test paralelepipedon.

1747. a) A téglatest atlos sikmetszetei téglalapok,
amiknek 4tloi egyben a testatlok. Ezek egyenldk és felezik
egymast mind a hat atlés metszetben, igy a téglatest
testatloi egyenlok.

b) Ha egy paralelepipedon testatloi egyenldk, akkor atlos
sikmetszetei olyan paralelogrammdk, amiknek 4atl6i
egyenl6k, vagyis téglalapok. = Elei merdlegesek az éleket
nem tartalmazd lapokra. = A paralelepipedon téglatest.




